Models discrets i continus de mercats financers by Moro Lozano, Arnau
Treball final de grau
GRAU DE MATEMA`TIQUES
Facultat de Matema`tiques
Universitat de Barcelona
MODELS DISCRETS I
CONTINUS DE MERCATS
FINANCERS
Arnau Moro Lozano
Director: Dr. Josep Vives
Realitzat a: Departament de Probabilitat,
Lo`gica i Estad´ıstica
Barcelona, 17 de gener de 2016
Abstract
I decided to do this project after attending the subjects of Modelling and Stochastic
Processes; the main objective was to relate the two subjects and deep into them. I
have reached it dealing with the issue of Financial Mathematics. On the one hand,
I have introduced the topic of financial market in discrete time using previous
concepts such as that of martingale and be able to develop the model of Cox-Ross-
Rubinstein. On the other hand, to deal with the financial market in continuous
time and relate the two subjects, I have introduced the stochastic processes and I
have achieved to detail the Balck-Scholes model.
Resum
Vaig decidir fer aquest treball despre´s d’haver cursat les assignatures de Modelitza-
cio´ i Processos Estoca`stics; m’interessava sobretot relacionar les dues assignatures
i aprofundir me´s en elles. Per aconseguir-ho he tractat el tema de la Matema`tica
Financera. Primerament, he introdu¨ıt el tema del mercat financer a temps discret
a partir de conceptes previs com el de martingala i aconseguir aix´ı desenvolupar el
model Cox-Ross-Rubinstein. En segon lloc, per poder tractar el tema del mercat
financer a temps continu i relacionar les dues assignatures, he introdu¨ıt els processos
estoca`stics i he aconseguit detallar el model Black-Scholes.
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1 Introduccio´
Un dels temes que me´s ha interessat a la majoria de la gent han sigut els diners. Per
aixo` va comenc¸ar un ascens de l’estudi de la teoria econo`mica i es va implantar la
teoria matema`tica dins la teoria econo`mica. Aix´ı en les u´ltimes de`cades va apare`ixer
i es va desenvolupar el que anomenem ”Matema`tica Financera”.
El terme ”Matema`tica Financera”te´ diferents significats per a diferents persones,
pero` generalment esrelaciona la Matema`tica Financera exclusivament amb la te`cnica
de ca`lculs financers com, per exemple, el ca`lcul d’interessos d’inversio´ i els cre`dits.
Pero`, la aplicacio´ de la Matema`tica en la esfera de les Finances e´s molt me´s amplia
que aixo`.
En aquest context de la Matema`tica Financera cal recordar les teories de I. Fisher
(1930) i de F. Modigliani - M. Miller (1958-1961) que estudien com invertir de
manera o`ptima. Gran part de les teories cla`ssiques van ser creades sota la influe`ncia
de:
• CAPM (Capital Asset Price Model) - el model de la formacio´ de preus dels
actius ba`sics de W. Sharpe (1964)
• APM (Arbitrage Pricing Model) - la teoria d’arbitratje de S. Ross (1976).
Aquestes teories descriuen la rendibilitat dels actius depenent de l’estat del mercat.
A principis del segle XX existien models per calcular el valor dels derivats financers,
pero` no eran molt precisos i aixo` provocava un enorme error entre el valor calculat
pel model i el valor real negociat en el mercat. L’equacio´ de Black-Scholes va ser
una gran innovacio´ financera. El 1969 Black-Scholes ja havien creat la fo´rmula del
preu ”sense arbitratge”que s’ha de pagar pel dret de compra o venda d’un derivat
financer depenent del temps pactat pre`viament.
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Primerament l’objectiu principal que tenim e´s treballar temes relacionats amb les
assignatures de Modelitzacio´ i de Processos Estoca`stics, ja que so´n dos de les que
he trobat me´s profitoses i interesants. El que buscarem sera relacionar-les i poder
profunditzar en els diversos temes.
En aquest treball el que veurem i el que seran els nostres objectius e´s tenir una visio´
amplia de la Matema`tica Financera, en concret del mercat financer a temps discret,
comenc¸ant per conceptes previs de martingales per poder arribar a desenvolupar el
model Cox-Ross-Rubinstein, i del mercat financer a temps continu comenc¸ant per
conceptes previs de processos estoca`stics per acabar explicant el model de Black-
Scholes.
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2 Introduccio´ als mercats financers
2.1 Introduccio´ d’alguns concepstes previs
2.1.1 Accio´
Una accio´ e´s un titol de propietat d’una part del capital d’una empresa. El tipus
d’empreses que tenen el seu capital representat per accions s’anomenen Societats
Ano`nimes.
La possessio´ d’una accio´ do´na drets pol´ıtics i econo`mics. Els drets pol´ıtics so´n
aquells que permeten influir en l’empresa. Els drets econo`mics so´n ba`sicament la
percepcio´ de dividends i el dret a rebre part del patrimoni de la societat.
2.1.2 Futur
Un contracte de futur e´s un contracte esta`ndard entre dues parts per negociar en
una data futura un actiu financer, pero` especificant-ne en la data present el preu al
qual sera` negociat. Al seu torn, els contractes de futur so´n negociats en un mercat
de futurs mitjanc¸ant una cambra de compensacio´. La part que es compromet a
comprar l’actiu subjacent en el futur se li diu que te´ una posicio´ llarga, i la part
que es compromet a vendre l’actiu en el futur se li diu que te´ una posiscio´ curta. El
comprador espera que el preu de l’actiu augmenti, mentre que el venedor espera que
el preu baixi. S’ha de tenir en compte que el contracte no costa res en el moment
de la seva contractacio´.
2.1.3 Opcio´
Una opcio´ e´s un contracte que do´na dret a vendre o a comprar un actiu subjacent,
com poden ser accions, bons..., a un preu determinat, que anomenarem preu d’exer-
cici, en una data pre`viament establerta, que els economistes anomenen venciment i
pel qual s’ha de pagar una quantitat o prima en el moment de la seva adquisicio´. El
comprador d’una opcio´ adquirira` o vendra` l’actiu subjacent nome´s si el beneficia,
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ja que te´ el dret a fer-ho pero` no esta` obligat, aix´ı que si no l’exerceix tan sols
perdra` la prima que va pagar per comprar el dret. De forma contra`ria, el venedor
de l’opcio´ a canvi de rebre la prima, esta` obligat a realitzar allo` que decideixi el
comprador. Hi ha dos tipus d’opcions:
• Opcio´ de compra (CALL)
- Comprador d’una opcio´ de compra.
Te´ el dret, mai l’obligacio´, de comprar un actiu financer al preu d’exercici
en una data de venciment, a canvi del pagament d’una prima, que e´s
el preu de l’opcio´. Aquest preu d’exercici estara` al voltant del preu
de l’accio´ me´s les perspectives de creixement, pero` sempre agafant com
a refere`ncia el preu actual del valor subjacent. Especulativament, el
comprador d’una opcio´ de compra te´ una perspectiva alcista. A me´s el
comprador de la CALL nome´s exercira` el seu dret quan el preu de l’actiu
subjacent sigui superior al preu d’exercici.
- Venedor d’una opcio´ de compra.
Esta` obligat a vendre l’actiu subjacent al preu d’exercici establert quan
ho decideixi el comprador, a canvi del cobrament de la prima. El venedor
d’una opcio´ de compra te´ la perspectiva no alcista, espera que el valor de
l’actiu subjacent disminueixi pero` no molt, perque` si no compraria una
opcio´ de venda.
• Opcio´ de venda (PUT)
- Comprador d’una opcio´ de venda.
Te´ el dret, mai l’obligacio´, de vendre un actiu financer al preu d’exercici
en la data de venciment, a canvi del pagament d’una prima. A nivell
especulatiu, e´s una estrate`gia baixista, espera que els preus baixin perque`
aix´ı guanyara`.
- Venedor d’una opcio´ de venda.
Esta` obligat a comprar l’actiu dubjacent al preu d’exercici establert quan
ho decideixi el comprador de la PUT, a canvi del cobrament de la prima.
7
Te´ una estrate`gia no baixista, pensa que el preu augmetara` pero` no gaire,
perque sino seria millor comprar una CALL.
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2.2 Histo`ria dels mercats de futurs
Els or´ıgens dels mercats de futurs es remonten a l’Edad Mitjana. Van ser creats
per satisfer les demandes dels agricultors i comerciants. Considerem la posicio´ d’un
agricultor en el mes d’abril de un cert any. Conreara` al juny i desconeix el preu al
que se li pagara` la collita. En e`poques de poca collita obtindra` un preu forc¸a alt, en
canvi en anys de abunda`ncia, l’agricultor vendra` a preus baixos. Aix´ı l’agricultor i
la seva familia estaran exposats a una situacio´ d’alt risc.
Considerem ara un empresari que necessiti comprar cereal de manera habitual,
tambe´ estara` exposat al ric del preu del cereal. Alguns anys, pot ser que l’exces de
oferta aporti preus favorables, en canvi la falta pot generar preus desorbitats.
Per tant, veiem que e´s normal que l’empresa i el agricultor e´s trobin al abril per
parlar dels preus, e´s a dir, que negociin un contracte de futurs, aix´ı eliminar el
possible risc que puguin tenir les dues bandes.
Els mercats apareixen al segle XIX als Estats Units.
El Chicago Board of Trade (CBQT) va ser fundat al 1848 per servir de pont entre
agricultors i comerciants. La seva feina va ser principalment estandarditzar les
quantitats i qualitats dels cereals que es comercialitzaven. Als pocs anys es va fer el
primer contracte de futurs. Els especuladors ra`pidament es van interesar en aquest
contracte i van descobrir que la seva negociacio´ era una alternativa atractiva. El
CBQT ofereix avui en dia contractes de futurs per a molts actius diversos.
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2.3 Histo`ria dels mercats d’opcions
Al segle XVII a Holanda es varen comenc¸ar a negociar opcions (de compra i venda)
de bulbs de tulipa, amb la difere`ncia respecte els futurs que el comprador de l’opcio´
te´ un dret pero` no pas un deure. El 1636 es van establir mercats per a la venda de
tulipes a la borsa d’Amsterdam entre d’altres ciutats. Tambe´ va comenc¸ar als Estats
Units una mica me´s tard cap al segle XVIII. Als seus inicis no van tenir una bona
reputacio´ degut a pra`ctiques fraudulentes. Una d’elles consistia en regalar a agents
opcions sobre accions de diverses empreses, d’aquesta manera se’ls va incentivar a
recomanar la compra d’aquestes accions als seus clients.
Un salt qualitatiu absolutament fonamental en el mercat d’opcions financeres va ser
quan els americans F. Black i M. Scholes van proposar el 1973 un me`tode racional
per a calcular la prima de les opcions. Scholes va rebre, juntament amb Merton,
el 1997 el premi Nobel d’Economia per aquest descobriment. Black va morir al
1995. La conclusio´ d’aquest me`tode e´s l’anomenada fo´rmula de Black-Scholes, d’u´s
constant als mercats d’opcions, als bancs, etc.
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3 Mercats financers a temps discret
3.1 Martingales
Sigui (Ω, F , P) un espai de probabilitats finit on
- Ω e´s l’espai d’estats amb Card(Ω) <∞.
- F e´s una σ-a`lgebra.
- P una probabilitat tal que ∀ω ∈ Ω, P (ω) > 0.
Aix´ı podem definir el que e´s una filtracio´.
Definicio´ 3.1 Una filtracio´ associada a un espai de probabilitat (Ω, F , P) e´s una
successio´ de σ-a`lgebres F := {Fn, n ∈ T}, on T = {0, 1, ..., N} tals que
• Fn ⊆ F
• Fn−1 ⊆ Fn,∀n ∈ T
Un espai de probabilitat amb una filtracio´ associada (Ω, F , F, P) s’anomena
espai de probabilitat filtrat.
Definicio´ 3.2 Es diu que un proce´s estoca`stic X definit sobre un espai de proba-
bilitat filtrat e´s adaptat si per a cada n ∈ T, Xn e´s Fn-mesurable.
Definicio´ 3.3 Un proce´s X es diu que e´s previsible si X0 e´s F0-mesurable i Xn e´s
Fn−1-mesurable ∀n ∈ T∗, on T∗ = T− {0}.
Definicio´ 3.4 Es diu que un proce´s M := {Mn, n ∈ T} e´s una martingala respecte
una filtracio´ F si
i) M e´s un proce´s adaptat a F.
ii) E(|Mn|) <∞ per a tot n ∈ T.
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iii) E[Mn|Fn−1] = Mn−1, q.s., ∀n ∈ T∗.
Observacio´ 3.5 La tercera propietat es pot escriure com
E[Mn −Mn−1|Fn−1] = 0, q.s., ∀n ∈ T∗.
Definicio´ 3.6 Es diu que un proce´s M e´s una supermartingala si es compleixen les
propietats (i) i (ii) de la definicio´ anterior i
E[Mn|Fn−1] 6Mn−1, q.s., ∀n ∈ T∗.
Definicio´ 3.7 Es diu que un proce´s M e´s una submartingala si es compleixen les
propietats (i) i (ii) de la definicio´ anterior i
E[Mn|Fn−1] >Mn−1, q.s., ∀n ∈ T∗.
Propietats:
1. Propietat de la torre: Donades dues σ-a`lgebres Fn ⊆ Fn+m tenim que:
E(E(Mu|Fn+m)|Fn) = E(Mu|Fn).
2. M e´s una martingala si i nome´s si per a tot j > 0,
E(Mn+j|Fn) = Mn.
Demostracio´: Aixo´ es veu immediatament aplicant recursivament la igualtat
E(Mn+j|Fn) = E(E(Mn+j|Fn+j−1)|Fn) = E(Mn+j−1|Fn).
3. Si M e´s una martingala, E(Mn) = E(M0), ∀n ∈ T. En el cas de supermartin-
gales es te´ E(Mn) 6 E(Mn−1) i en el cas de submartingales E(Mn) > E(Mn−1).
E´s a dir, una martingala e´s un proce´s amb esperanc¸a constant, una supermar-
tingala e´s un proce´s amb esperanc¸a decreixent i una submartingala, un proce´s
amb esperanc¸a creixent.
Demostracio´: Notem que en el cas d’una martingala,
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E(Mn) = E(E(Mn+1|Fn) = E(Mn+1).
La primera igualtat e´s deguda a la definicio´ de martingala i la segona a una
propietat ba`sica del concepte d’esperanc¸a condicionada.
La prova en el cas de supermartingales i submartingales e´s ana`loga.
Definicio´ 3.8 Donada una martingala M , un proce´s previsible i afitat H i una
constant x0, respecte una filtracio´ donada F, es defineix la transformacio´ de la
martingala M pel proce´s previsible H com el proce´s X := {Xn, n ∈ T} tal que
Xn := x0 +
∑n
k=1Hk(Mk −Mk−1), n ∈ T.
Proposicio´ 3.9 La transformacio´ d’una martingala e´s una martingala.
Demostracio´: Esta` clar que X e´s adaptat. L’afitacio´ del proce´s H en garanteix la
integrabilitat. Finalment, com que H e´s previsible,
E[Xn+1 −Xn|Fn] = E[Hn+1(Mn+1 −Mn)|Fn] = Hn+1E[(Mn+1 −Mn)|Fn] = 0.
Proposicio´ 3.10 Si H e´s un proce´s previsible, afitat i positiu, i M e´s una super-
mantingala o una submartingala, la transformacio´ de M per H, conserva el cara`cter
de supermartingala o subermartingala.
Demostracio´: Sigui Y la transformacio´ de M . Tenim que
E[Yn+1 − Yn|Fn] = Hn+1E[(Mn+1 −Mn)|Fn]
i si H e´s positiu, l’altre terme del producte de la dreta mante´ el cara`cter de sub-
martingala o supermartingala.
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Proposicio´ 3.11 Sigui M := {Mn, n > 0} un proce´s adaptat i integrable.
Aleshores M e´s una martingala si i nome´s si per a tot proce´s previsible i afitat H i
per a tot n > 1, tenim
E(
∑n
i=1 Hi(Mi −Mi−1)) = 0.
Demostracio´:
⇒) Suposem primer que M e´s una martingala. Sigui H un proce´s previsible i
afitat qualsevol. Podem definir X0 := 0 i Xn :=
∑n
i=1Hi(Mi −Mi−1). Aixo`
e´s una transformacio´ d’una martingala i per tant e´s tambe´ una martingala,
com acabem de veure.
⇐) Fixem un m > 1 qualsevol. Sigui A ∈ Fm−1. Podem definir el proce´s previ-
sible H tal que Hn = 0 per a tot n 6= m i Hm := IA. Aleshores, si n > m,
d’acord amb la hipo`tesi,
E(
∑n
i=1Hi(Mi −Mi−1)) = E(Hm(Mm −Mm−1)) = E(IA(Mm −Mm−1)) = 0.
Per tant, E(IA(Mm −Mm−1)) = 0 per a tot A ∈ Fm−1. I aixo` implica
E[Mm −Mm−1|Fm−1] = 0
i per tant M e´s una martingala.
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3.2 Principi de no arbitratge
L’objectiu d’aquest apartat e´s introduir-nos en un model de mercat discret i definit
en un espai de probabilitat finit. La principal finalitat e´s veure com conceptes
purament financers i econo`mics es poden traduir a un llenguatge matema`tic a parir
de la utilitzacio´ de les martigales definides en l’apartat anterior, per tal d’arribar
al model binomial de Cox-Ross-Rubinstein, per resoldre el problema de valoracio´ i
cobertura de derivats financers.
Definicio´ 3.12 Un model finit de mercat ve donat pels elements segu¨ents:
1. Un espai de probabilitat finit (Ω, F , P).
2. Una filtracio´ F := {Fn, n ∈ T}. En aquest cas suposarem que F0 := {∅,Ω} i
que FN := F . Fn representa la informacio´ disponible a l’instant n.
3. Un conjunt d’instants de temps T := {0, 1, 2, ..., N}, on N e´s un horitzo´ de
temps fixat. Notarem T∗ := T− {0}.
4. Un proce´s determinista S0 := {S0n, n ∈ T} que representa el nostre unitat
moneta`ria que evoluciona segons un tipus d’intere`s fixat r > 0. Per tant
S00 = 1 i S
0
n = (1 + r)
n.
5. Un nombre finit d d’actius amb risc. Modelitzem els seus preus mitjanc¸ant
els processos Si, 1 6 i 6 d amb Si := {Sin, n ∈ T}, que suposem adaptats a
la filtracio´ del model. Una eleccio´ natural de la filtracio´ e´s
Fn := {Sik, 0 6 k 6 n, 1 6 i 6 d}.
Notacio´ 3.13 Els preus descomptats o actualitzats els denotarem per
S˜in :=
Sin
S0n
Notem que S˜in e´s el preu de l’actiu i-e`ssim a l’instant n valorat amb el valor actual
de la moneda. En el nostre cas tenim S˜in := (1 + r)
−nSin. Notem que S˜
0
n = 1 per a
tot n ∈ T.
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Definicio´ 3.14 Una cartera e´s un conjunt d’actius amb risc i un actiu sense risc.
Definicio´ 3.15 Una estrategia d’inversio´ e´s una successio´ de vectors aleatoris
φn := {(φ0n, φ1n, ..., φdn) ∈ Rd+1, n ∈ T∗}
previsibles. E´s a dir, estem suposant que tot φin e´s Fn−1-mesurable.
Definicio´ 3.16 El valor de la nostra cartera al final del dia n e´s
Vn(φ) = φn · Sn
on Sn = (S
0
n, S
1
n, ..., S
d
n) i el producte e´s el producte escalar a Rd+1.
Definicio´ 3.17 El valor descomptat de la cartera e´s
V˜n(φ) = (1 + r)
−rφn · Sn = φn · S˜n.
Definicio´ 3.18 Una estrategia autofinanc¸ada e´s una estrategia d’inversio´ tal que
φn · Sn = φn+1 · Sn.
Proposicio´ 3.19
∆Vn+1(φ) = φn+1 ·∆Sn
on en general, denotem ∆Xn := Xn −Xn−1.
Demostracio´: Notem que si φ e´s una estrate`gia autofinanc¸ada, tenim
Vn+1(φ)− Vn(φ) = φn+1 · Sn+1 − φn · Sn = φn+1 · Sn+1 − φn+1 · Sn = φn+1 ·∆Sn+1
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Les dues proposicions segu¨ents ajuden a clarificar el concepte d’autofinanc¸ament:
Proposicio´ 3.20 φ e´s autofinanc¸ada si i nome´s si per a tot n,
Vn(φ) = V0(φ) +
∑n
j=1 φj ·∆Sj.
Demostracio´: Per demostrar la proposicio´ utilitzarem el principi d’induccio´: Supo-
sem que φ e´s autofinanc¸ada.
Per n = 1:
V1(φ) = φ1 · S1 = φ0 · S0 + φ1 ·∆S1 = V0(φ) + φ1 ·∆S1.
Per n− 1⇒ n:
Vn(φ) = φn · Sn = φn−1 · Sn−1 + φn ·∆Sn = Vn−1(φ) + φn ·∆Sn.
i suposant que el resultat e´s cert per a n − 1 deduim que e´s cert per a n. D’altra
banda, suposant Vn(φ) = V0(φ)+
∑n
j=1 φj ·∆Sj. podem provar que per a tot n ∈ T∗
tenim
Vn(φ)− Vn−1(φ) = φn ·∆Sn.
Per tant,
φn · Sn − φn−1 · Sn−1 = φn · Sn − φn · Sn−1,
i simplificant obtenim la condicio´ d’autofinanc¸ament.
Proposicio´ 3.21 φ e´s autofinanc¸ada si i nome´s si per a tot n,
V˜n(φ) = V0(φ) +
∑n
j=1 φj ·∆S˜j.
Demostracio´: La demostracio´ e´s ana`loga a l’anterior utilitzant φn · S˜n = φn+1 · S˜n.
La proposicio´ segu¨ent mostra que les estrate`gies autofinanc¸ades estan completament
determinades pel seu valor inicial i per les quantitats d’actius en risc a cada instant.
17
Proposicio´ 3.22 Donat un proce´s previsible φ̂ = {(φ1n, ..., φdn), 0 6 n 6 N} a valors
a Rd i una constant V0 > 0, existeix un u´nic proce´s previsible φ0 tal que
φ = {(φ0n, ..., φdn), 0 6 n 6 N}
e´s una estrate`gia autofinanc¸ada amb valor inicial V0(φ) = V0.
Demostracio´: Si φ e´s autofinanc¸ada tenim per la proposicio´ anterior
V˜n(φ) = V0(φ) +
∑n
l=1
∑d
i=0 φ
i
l ·∆S˜il .
Usant que ∆S˜0l per a tot l tenim
V˜n(φ) = V0(φ) +
∑n
l=1
∑d
i=1 φ
i
l ·∆S˜il .
D’altra banda, per definicio´
V˜n(φ) = φ
0
n +
∑d
i=1 φ
i
n · S˜in.
Per tant,
φ0n = V0(φ) +
∑n
l=1
∑d
i=1 φ
i
l ·∆S˜il −
∑d
i=1 φ
i
n · S˜in
= V0(φ) +
∑n−1
l=1
∑d
i=1 φ
i
l · S˜il −
∑n
l=1
∑d
i=1 φ
i
l · S˜il−1
= V0(φ) +
∑n−1
l=1
∑d
i=1 φ
i
l ·∆S˜il −
∑d
i=1 φ
i
n · S˜in−1
que evidentment e´s un proce´s previsible.
Definicio´ 3.23 Es diu que una estrate`gia d’inversio´ φ e´s admisible si Vn(φ) > 0
per a tot n ∈ T.
Definicio´ 3.24 Una estrate`gia autofinanc¸ada i admisible φ e´s una estrate`gia d’ar-
bitratge si V0 ≡ 0 i VN(φ) > 0 amb probabilitat estrictament positiva.
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Una estrate`gia d’arbitratge e´s una estrate`gia d’inversio´ que ens dona la possibilitat
de guanyar diners sense risc. Les finances modernes es basen en el principi de que
aixo` no e´s possible. Aixo` es basa en la idea que en mercats oberts i l´ıquids les
oportunitats de fer arbitratge desapareixen ra`pidament. L’exemple me´s senzill e´s
el cas en que un producte financer cotitza en dos mercats en divises diferents. La
fluctuacio´ dels canvis de divises poden crear una situacio´ en que els preus siguin
diferents. L’estrate`gia de comprar a preu barat i vendre a preu car seria un arbi-
tratge, pero` si molta gent ho fa immediatament el preu barat puja, s’equilibra amb
l’alt i desapareix la possibilitat d’arbitratges. I en base a aquest principi es pot
desenvolupar tota una teoria de valoracio´ de productes financers.
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3.3 Viabilitat i completesa d’un mercat financer
3.3.1 Primer teorema fonamental de les finances
Primer donarem dues definicions:
Definicio´ 3.25 Es diu que un mercat e´s viable si no hi ha oportunitats d’arbitratge.
Definicio´ 3.26 Es diu que una mesura de probabilitat P∗ e´s equivalent a P si per
a tot A ∈ F es te´
P(A) = 0⇔ P∗(A) = 0.
S’escriu P∗ ∼ P.
Notem que en un espai de probabilitat finit aixo` significa simplement que P∗ satisfa
P∗(ω) > 0, ∀ω ∈ Ω.
Ara presentarem dos teoremes d’ana`lisi matema`tica que nome´s enunciarem, ja que
no so´n pro`piament del tema que tractem.
Teorema 3.27 (Teorema de l’hiperpla` separador) Sigui C ⊂ Rn un conjunt
convex i tancat tal que 0 /∈ C. Aleshores existeixen α > 0 i una aplicacio´ lineal
ξ : Rn −→ R tals que
ξ(x) > α > 0, ∀x ∈ C.
Teorema 3.28 (Teorema de separacio´ de convexos) Sigui K ⊆ Rn un conjunt
convex i compacte. Sigui V ⊆ Rn un espai lineal. Suposem K ∩ C = ∅. Aleshores,
existeix una aplicacio´ lineal ξ : Rn −→ R tal que ξ(x) > 0 per a tot x ∈ K i ξ(x) = 0
per a tot x ∈ V .
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Aquests teoremes estableixen la idea intuitiva que si tenim un conjunt tancat i con-
vex C que no inclou el zero, existeix un hiperpla` ξ(x) = 0 que inclou el 0 i que no
toca C.
Ara podem exposar el primer teorema fonamental de les finances que serveix per
relacionar el concepte purament econo`mic de mercat viable, amb el concepte ma-
tema`tic de martingala.
Abans del teorema exposarem un lema previ per tal de poder demostrar-lo tot
seguit.
Lema 3.29 Si un mercat finit e´s viable aleshores
L ∩ S = ∅
on L e´s l’espai lineal de variables aleato`ries sobre Ω.
Demostracio´: Per demostrar que L ∩ S = ∅ demostrarem un resultat me´s fort que
e´s el segu¨ent L∩Γ = ∅, ja que S ⊂ Γ on Γ e´s el conjunt de les variables estrictament
positives,e´s a dirm tals que X > 0 per a totoω i que per alguns ω, X > 0. Per tant,
si no fos cert, existiria una estrate`gia autofinanc¸ada ϕ de valor inicial V0(ϕ) = 0 tal
que V˜N(ϕ) ∈ Γ. Notem que aleshores podriem construir un arbitratge basat en ϕ
contradient la hipo`tesi de que el mercat e´s viable.
En efecte, sigui n :=sup{k : V˜k(ϕ) < 0 per a certs ω}. Evidentment n 6 N − 1 ja
que V˜N(ϕ) > 0 pel fet de que pertant a Γ. Aix´ı,
A := {V˜n(ϕ) < 0} ⊂ Ω.
Podem definir l’estrate`gia autofinanc¸ada θ nul·la per a l 6 n i tal que
θii = IAϕil
per a tot l > n+ 1 i i = 1, ..., d. Evidentment V˜k(θ) = 0 per a k 6 n.
I per a k > n tenim
V˜k(θ) =
∑k
l=n+1 IAϕil∆S˜l = IA(V˜k(ϕ)− V˜n(ϕ)).
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Aquesta quantitat e´s estrictament positiva perque` V˜k(ϕ) > 0 per a tot k > n per
definicio´ de n i V˜n(ϕ) > 0 sobre A.
Per tant θ e´s admisible i
IA(V˜N(ϕ)− V˜n(ϕ)) > 0.
Aleshores θ e´s un arbitratge.
Teomera 3.30 (Primer teorema fonamental de les finances) Un mercat finit
e´s viable si i nome´s si existeix una probabilitat P∗ ∼ P tal que els preus descomptats
dels actius amb risc S˜i, i = 1, ..., d so´n martingales.
Demostracio´:
⇐) Suposem primer que existeix una probabilitat P∗ ∼ P, anomenada probabilitat
neutral al risc, tal que sota P∗ els processos S˜i so´n martingales. Considerem
una estrate`gia autofinanc¸ada i admisible φ tal que V0(φ) = 0. Aleshores tenim
V˜n(φ) =
∑n
l=1
∑d
i=1 φ
i
l∆S˜
i
l .
Aixo` e´s una suma de transformacions de martingales i per tant una martingala
sota P∗. Per tant,
E∗(V˜N(φ)) = E∗(V˜0(φ)) = V˜0(φ) = 0
on E∗ denota l’esperanc¸a sota P∗. Com que φ e´s admisible, aixo` implica que
V˜N(φ) = 0 ∀ω ∈ Ω.
I per tant, no hi ha oportunitats d’arbitratge, e´s a dir, el mercat e´s viable.
⇒) Suposem ara que el mercat e´s viable. Utilitzant la proposicio´ 3.11 e´s suficient
contruir P∗ tal que fixats N > 1, i = 1, ..., d i un proce´s previsible φi, qualsevol,
E∗(
∑N
l=1 φ
i
l∆S˜
i
l ) = 0.
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Recordem que Ω e´s finit. Suposem que te´ per exemple M elements. Aixo`
ens permet identificar les variables aleato`ries X sobre Ω com a punts de RM .
Sigui Γ el conjunt de les variables estrictament positives, e´s a dir, tals que
X > 0 per a tot ω i que per alguns ω, X > 0. Per tant estem parlant dels
punts del quadrant positiu de RM , excloent el 0. Sigui S ⊂ Γ el subconjunt
de les variables tals que
∑
ω∈Ω X(ω) = 1. Notem que S e´s convex i compacte.
D’altra banda considerem el conjunt
L := {V˜N(ϕ) : ϕ autofinanc¸ada i V0(ϕ) = 0}.
Notem que L e´s un espai lineal de variables aleato`ries sobre Ω.
Suposem que L ∩ S = ∅, gra`cies al lema anterior. Aplicant el Teorema de
separacio´ de convexos existeix una aplicacio´ lineal ξ tal que ξ(X) > 0 ∀X ∈ S
i ξ(X) = 0 ∀X ∈ L. Aleshores, per qualsevol X ∈ S tenim
ξ(X) =
∑
ω λ(ω)X(ω)
i tots els λ(ω) > 0 ja que ξ en particular ha de ser estrictament positiva sobre
tota X nul·la tal que sobre tots els ω excepte un ω0 en el que val X(ω0) = 1.
Aleshores podem definir
P∗(ω) :=
λ(ω)∑
ω′ λ(ω
′)
.
Fixem qualsevol del processos Si. Considerem un proce´s previsible φi. Con-
siderem l’estrate`gia d’inversio´ que consisteix en tenir en cada instant l, φil
accions de Si i al cap de les altres. Podem associar a aquest proce´s previsible
φi una u´nica estrate`gia autofinanc¸ada amb valor inicial V0 = 0. Aleshores
tenim
V˜N(φ
i) =
∑N
l=1 φ
i
l∆S˜
i
l ∈ L
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I per tant,
E∗(
∑N
l=1 φ
i
l∆S˜
i
l ) = E∗(V˜N) =
ξ(V˜N)∑
ω′ λ(ω
′)
= 0.
Finalment, per la proposicio´ 3.11, tenim que S˜i e´s martingala, i el mateix per
als altres preus del mercat.
3.3.2 Segon teorema fonamental de les finances
Definicio´ 3.31 Des d’un punt de vista abstracte, un derivat financer de tipus
europeu e´s un contracte que em dona dret a rebre en una data futura N un perfil
de beneficis G, on G e´s una variable aleato`ria no negativa i FN -mesurable. El seu
valor depe`n de l’evolucio´ del mercat dels del moment de contracte n = 0 fins la del
moment del venciment n = N .
Definicio 3.32 Es diu que un derivat amb perfil de beneficis G e´s replicable si
existeix una constant V0 i una estrate`gia autofinanc¸ada i admisible φ tal que VN(φ) =
G.
Definicio´ 3.33 Un mercat e´s complet si tot derivat e´s replicable.
Considerar que tot mercat e´s complet no e´s tan clar com el principi de no arbitratge.
En qualsevol cas e´s una hipotesi financera que el segon teorema fonamental de les
finances traduira` en hipotesi matema`tica.
Teorema 3.34 (Segon teorema fonamental de les finances) Un mercat viable
e´s complet si i nome´s si existeix una u´nica mesura neutral al risc P∗.
Demostracio´:
⇒) Si un mercat e´s viable i complet hem de demostrar que P∗ e´s u´nica. Siguin P∗1
i P∗2 dues probabilitats neutrals al risc. Sigui G un perfil de beneficis. Com
que el mercat e´s complet existeix V0 > 0 i una estrate`gia autofinanc¸ada i
admisible φ tal que
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G = V0 +
∑N
l=1 φl ·∆Sl
Notem que aqu´ı el producte e´s el producte escalar a Rd+1. Evidentment G e´s
el valor final d’una martingala respecte les dues probabilitats i per tant
E∗1(V˜N(ϕ)) = E∗2(V˜N(ϕ)) = V0
Per tant,
E∗1(G) = E∗2(G)
Si aixo` e´s cert per a qualsevol variable positiva i FN -mesurable, ho e´s per a
G := IA amb A ∈ FN i per tant P∗1 i P∗2 coincideixen sobre FN = F i per tant,
so´n iguals.
⇐) Sigui ara P∗ la u´nica probabilitat neutral al risc. Sabem que el mercat e´s
viable. Volem demostrar que e´s complet. Si suposem que no e´s complet
veurem que podem construir una altra mesura de probabilitat neutral al risc,
contradicto`riament. Per tant, el mercat ha de ser complet. Suposem que H
e´s un perfil de beneficis no replicable. Sigui ν¯ el conjunt de tots els perfils
de beneficis replicables descomptats. E´s a dir, estem suposant que
H
S0N
/∈ ν¯ i
que per tant ν¯ e´s un subespai propi de L2(P∗). Fixem una variable aleato`ria
X 6= 0, ortogonal a ν¯. Definim
c := sup|X(ω)|
i
P∗∗(ω) := (1 +
X(ω)
2c
)P∗(ω).
Aleshores per definicio´,
∑
ω∈Ω P∗∗(ω) = E∗(1 +
X(ω)
2c
) = 1 +
E∗(X(ω))
2c
) = 1.
perque` les constants estan evidentment a ν¯ i E∗(X) = E∗(X · 1) = 0. D’altra
banda e´s evident que per contruccio´ P∗∗ ∼ P∗. Finalment, comprovem que
P∗∗ e´s neutral al risc. Donat un proce´s previsible φ tenim
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E∗∗(
∑N
n=1 φn ·∆S˜n) = E∗(
∑N
n=1 φn ·∆S˜n) +
1
2c
E∗(X ·∑Nn=1 φn ·∆S˜n)
i aixo` e´s nul. El primer terme e´s nul perque` els processos S˜i so´n martingales
respecte P∗. El segon e´s nul perque`
∑N
n=1 φn ·∆S˜n ∈ ν¯.
Per acabar presentarem la caracteritzacio´ de completesa.
Proposicio´ 3.35 Un mercat finit i viable e´s complet si i nome´s si tota martingala
M es pot representar de manera u´nica com
Mn = M0 +
∑n
l=1 γl ·∆S˜l
per a un cert proce´s previsible γ = (γ1, ..., γd).
Demostracio´:
⇒) Suposem que el model e´s complet. Sigui P∗ la u´nica probabilitat neutral
al risc. Considerem una martingala qualsevol M respescte P∗. Utilitzant
que tota martingala afitada e´s la difere`ncia de dues martingales afitades i no
negatives, podem suposar que Mn > 0 per a tot n ∈ T. Sigui C := MNS0N i
θ l’estrate`gia autofinanc¸ada que replica C. Aleshores
V˜n(θ) = E∗[V˜N(θ)|Fn] = E∗[Mn|Fn] = Mn, ∀n ∈ T.
Per tant,
Mn = V˜n(θ) = V0 +
∑n
l=1 θl ·∆S˜l = M0 +
∑n
l=1 θl ·∆S˜l.
⇐) Considerem una variable FN -mesurable C. Definim la martingala
Mn := E∗[
C
S0N
|Fn]
on P∗ e´s una martingala neutral al risc que podem escollir perque` el mercat
e´s viable. Per hipo`tesi aquesta martingala admet una representacio´
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Mn = M0 +
∑n
l=1 γl ·∆S˜l.
Definim l’estrate`gia θil := γ
i
l per i = 1, ..., d, i θ
0
l := Ml −
∑d
i=1 γ
i
l S˜
i
l . Notem
que
Vn(φ) = θn · Sn = MnS0n
i
VN(φ) = MNS
0
N = C.
Per tant, nome´s falta comprovar que θ e´s autofinanc¸ada. Tenim
∆θn · Sn−1 =
∑d
i=1 ∆γ
i
nS
i
n−1 + ∆MnS
0
n−1 −∆(
∑d
i=1 γ
i
nS˜
i
n)S
0
n−1
=
∑d
i=1[∆γ
i
nS
i
n−1 + γ
i
n∆S˜
i
nS
0
n−1 −∆(γinS˜in)S0n−1] =
∑d
i=1[γ
i
nS
i
n−1 −
γin−1S
i
n−1 + γ
i
nS˜
i
nS
0
n−1 − γinS˜in−1S0n−1 − γinS˜inS0n−1 + γin−1S˜in−1)S0n−1] = 0.
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3.4 Fo´rmula paritat Call-Put
Despre´s de veure els dos teoremes fonamentals i com a consequ¨e`ncia del principi de
no arbitratge, enunciarem el principi econo`mic de paritat entre opcio´ de compra i
venda, que es coneix amb el nom de paritat call-put, que utilitzarem despre´s per a
construir el model binomial.
Proposicio´ 3.36 (Paritat call-put) Considerem un proce´s de preus S. Sigui C
el preu d’un call europeu sobre S amb preu d’exercici K i data de venciment N .
Sigui P el preu del corresponent put. Sigui r el tipus d’interes que suposem fix.
Aleshores tenim
C0 − P0 = S0 −K(1 + r)−N
Demostracio´:
• Suposem que C0 − P0 > S0 − K(1 + r)−N . Aleshores podem comprar una
accio´ i un put i vendre un call. Aixo` ens dona un benefici o te´ un cost de
C0−P0−S0 en funcio´ de si aquesta quantitat e´s positiva o negativa. Si aquesta
quantitat e´s positiva la podem poser en un compte bancari. Si e´s negativa
podem demanar en pre´stec la quantitat al banc. Tot al tipus d’intere´s r > 0.
- A la data de venciment, si SN > K donem l’accio´ al propietari del call i
rebem K. El put no val res. El balanc¸ e´s
K + (1 + r)N(C0 − P0 − S0)
en el cas que C0 − P0 − S0 > 0, que ara sera` encara una quantitat me´s
gran. En el cas de C0 − P0 − S0 < 0 el balanc¸a e´s
K − (P0 + S0 − C0)(1 + r)N
que e´s una quantitat positiva per hipo`tesi.
- Si a la data de venciment SN < K exercim el put i rebem K. El call no
val res. El balanc¸ acaba sent ana`leg al cas anterior.
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• Suposem ara que C0−P0 < S0−K(1+r)−N . En aquest cas venem al descobert
un put i una accio´ i comprem un call. El benefici P0 + S0 − C0 > 0 el posem
al compte bancari. Aleshores
- Si en la data de venciment SN > K comprem i paguem K i tornem
l’accio´. El put no te´ valor. El balanc¸ e´s
(P0 + S0 − C0)(1 + r)N −K > 0
- Si en la data de venciment tenim SN < K el call no te´ valor. Paguem
K per l’accio´ al propietari del put i tornem l’accio´. Per tant, el balanc¸
final e´s el mateix.
Hem demostrat que si la paritat call-put no e´s certa podem construir arbitratges.
Per tant, en un mercat viable, e´s certa.
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3.5 El model de Cox-Ross-Rubinstein
Suposem ara un model de mercat finit simplificat, amb nome´s dos actius. Un amb
risc, de preu S i un compte bancari de valor S0. Suposem un tipus d’interes constant
r > 0. Per tant, S0n = (1+r)
n. Suposem que en cada per´ıode, cada dia per exemple,
el preu de l’actiu amb risc puja un factor 1 + u o baixa un factor 1 + d, e´s a dir,
suposem que Sn pren valors en el conjunt {(1 + d)Sn−1, (1 + u)Sn−1}. Suposem S0
constant, −1 < d < u i T := {0, 1, ..., N}. En aquesta situacio´ podem definir les
variables aleato`ries {Tn, n ∈ T} tal que
Tn :=
Sn
Sn−1
.
Notem que aleshores podem escriure
Sn = S0
∏n
i=1 Ti, n ∈ T.
I podem plantejar el model de mercat segu¨ent:
(Ω,F,F ,P)
tal que:
• Ω = {1 + d, 1 + u}N .
• F = {Fn, n ∈ T} amb Fn := σ{S0, T1, ..., TN} = σ{S0, S1, ..., SN}.
• F := FN .
• P e´s una probabilitat sobe Ω tal que
P(T1 = x1, ..., TN = xN) > 0
per a tot (x1, ..., xN) ∈ Ω.
Aquest model anomenat binomial o CRR va ser desenvolupat per Cox, Ross i Ru-
binstein al voltant de 1980 i e´s molt utilizat a la pra`ctica com a model fa`cilment
programable, prenent per´ıodes molt curs.
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3.5.1 Viabilitat del model CRR
Primerament veurem un lema previ.
Lema 3.37 S˜ e´s una P-martingala si i nome´s si E[Tn|Fn−1] = 1+r per a tot n ∈ T∗.
Demostracio´ Efectivament, S˜ e´s una martingala si i nome´s si
E[S˜n|Fn−1] = S˜n−1 ⇔ E[ S˜n
S˜n−1
|Fn−1] = 1⇔ E[ Tn
1 + r
|Fn−1] = 1.
En la segu¨ent proposicio´ veure la viabilitat del model.
Proposicio´ 3.38 El model CRR e´s viable si i nome´s si d < r < u.
Demostracio´:
⇒) Per provar que la viabilitat implica d < r < u e´s suficient veure que si r 6 d o
r > u podem construir un arbitratge. Si r 6 d podem demanar S0 en pre´stec
i comprar l’actiu. A la data de venciment tenim
VN = SN − S0(1 + r)N > [(1 + d)N − (1 + r)N ] > 0
i
[(1 + u)N − (1 + r)N ]S0 > 0
Si r > u venem al descobert l’actiu i posem els guanys al compte bancari. A
la data de venciment tenim
S0(1 + r)
N − S0(1 + u)N > 0
i
S0(1 + r)
N − S0(1 + d)N > 0
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⇐) Ara si r ∈ (d, u) podem construir P∗ com la probabilitat que fa que les va-
riables T1, ..., TN siguin independents i identicament distribuides amb llei de
Bernoulli sobre {1 + d, 1 + u} i tal que
p∗ := P∗(Tn = 1 + u) =
r − d
u− d
i
1− p∗ := P∗(Tn = 1 + d) = u− r
u− d
Notem que sota P∗
E∗[Tn|Fn−1] = E∗(Tn) = (1 + d)(1− p∗) + (1 + u)p∗ = 1 + r
i per tant, utilitzant el lema anterior, P∗ e´s una mesura neutral al risc i el
model de mercat CRR e´s viable.
3.5.2 Completesa del model CRR
Per veure la completesa del model CRR ho farem amb la segu¨ent proposicio´, que
mostra en particular que viabilitat implica completesa.
Proposicio´ 3.39 Suposem r ∈ (d, u). Si S˜ e´s una martingala respecteP ⇒ P = P∗
on P∗ e´s uan probabilitat neutral al risc⇒ el model CRR amb r ∈ (d, u) e´s complet.
Demostracio´: Si S˜ e´s una martingala respecte P, pel lema anterior tenim
E[Tn|Fn−1] = 1 + r
Per tant,
(1 + d)P(Tn = 1 + d|Fn−1) + (1 + u)P(Tn = 1 + u|Fn−1) = 1 + r
i evidentment
P(Tn = 1 + d|Fn−1) + P(Tn = 1 + u|Fn−1) = 1
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Resolent el sistema obtenim
P(Tn = 1 + u|Fn) = r − d
u− d = p
∗
i
P(Tn = 1 + f |Fn) = u− r
u− d = 1− p
∗
Utilitzant la definicio´ d’esperanc¸a condicionada tenim, per al cas 1 + u,
E(ITn=1+uIA) = E(p∗IA), ∀A ∈ Fn−1.
I escollint A = {T1 = x1, ..., Tn−1 = xn−1} per a qualsevol configuracio´ fixada
x1, ..., xn−1 obtenim
P(T1 = x1, ..., Tn = 1 + u) = p∗P(T1 = x1, ..., Tn−1 = xn−1).
Usant aquesta fo´rmula, el resultat es dedueix immediatament per induccio´.
3.5.3 Valoracio´ d’opcions europees
Sigui P la u´nica probabilitat neutral al risc trobada a la seccio´ anterior, e´s a dir,
la u´nica probabilitat sota la qual els preus dels actius so´n martingala. Segons la
fo´rmula enunciada anteriorment Vn(φ) =
S0n
S0N
E∗(G|Fn), si Cn e´s el preu en n d’un
call europeu amb preu d’exercici K i data de venciment N tenim
Cn = (1 + r)
−(N−n)E∗[(SN −K)+|Fn] = S
0
n
S0N
E∗[(Sn
∏N
i=n+1 Ti −K)+|Fn] = c(n, Sn)
amb
c(n, x) = (1 + r)−(N−n)E∗((x
∏N
i=n+1 Ti −K)+
= (1+r)−(N−n)
∑N−n
j=0 (x(1+d)
N−n−j(1+u)j−K)+
(
N − n
j
)
(
u− r
u− d)
N−n−j(
r − d
u− d)
j
= (1 + r)−(N−n)
∑N−n
j=j∗(x) x(1 + d)
N−n−j(1 + u)j
(
N − n
j
)
(
u− r
u− d)
N−n−j(
r − d
u− d)
j−
−(1 + r)−(N−n)∑N−nj∗(x) K(N − nj
)
(
u− r
u− d)
N−n−j(
r − d
u− d)
j
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on
j∗(x) := inf{j : x(1 + d)N−n−j(1 + u)j > k}
= inf{j : j > logKx −(N−n)log(1+d)
log( 1+u
1+d
)
}.
Observem que
(u− r)(1 + d)
(u− d)(1 + r) +
(r − d)(1 + u
(u− d)(1 + r) = 1.
Aleshores, definint
p¯ =
p∗(1 + u)
1 + r
=
(r − d)(1 + u)
(u− d)(1 + r)
podem reescriure la fo´rmula anterior com
c(n, x) = x
∑N−n
j=j∗(x)
(
N − n
j
)
p¯j(1− p¯)N−n−j
− K
(1 + r)N−n
∑N−n
j=j∗(x)
(
N − n
j
)
(p∗)j(1− p∗)N−n−j.
A la pra`ctica, n = 0, i per tant
C0 = S0
∑N
j=j∗(x) p¯
j(1− p¯)N−j − K
(1 + r)N
∑N
j=j∗(x)
(
N
j
)
(p∗)j(1− p∗)N−j.
Notem que podem escriure
C0 = S0P∗(Bin(N, p¯) > j∗(x))− K
(1 + r)N
P∗(Bin(N, p∗) > j∗(x)).
Utilitzant la paritat call-put tenim
P0 = C0 − S0 + K
(1 + r)N
=
K
(1 + r)N
P∗(Bin(N, p∗) 6 j∗(x)− 1)− S0P∗(Bin(N, p¯) 6 j∗(x)− 1).
34
3.5.4 Cobertura d’opciones europees
Per trobar l’estrate`gia de cobertura φ, imposem que
φ0n(1 + r)
n + φnSn = c(n, Sn)
i per tant
φ0n(1 + r)
n + φn(1 + d)Sn−1 = c(n, (1 + d)Sn−1)
i
φ0n(1 + r)
n + φn(1 + u)Sn−1 = c(n, (1 + u)Sn−1).
Resolent el sistema obtenim φn = ∆n(n, Sn−1) on
∆(n, x) =
c(n, (1 + u)x)− c(n, (1 + d)x)
x(u− d) .
I utilitzant la propietat d’autofinanc¸ament, tenim
φ0n = C0 +
∑n−1
l=1 φl(S˜l − S˜n−1)− φnS˜n−1 = V˜n−1(φ)− φnS˜n−1
que obviament e´s Fn−1-mesurable.
Notem que ∆n(n, Sn−1) e´s la quantitat d’actius amb risc que el venedor de l’opcio´
ha de tenir en cartera a l’inici del dia o per´ıode n. Podem escriure tambe´
∆n(n, Sn−1) =
Cun − Cdn
Sun − Sdn
on denotem per Cu el valor del derivat en n en l’escenari alcista i ana`logament per
als altres termes. Aquesta estrate`gia s’anomena delta-neutral.
3.5.5 Exemple del model CRR
Considerem un mercat financer amb dos per´ıodes d’un mes. El tipus d’intere`s e´s
del 3% anual. Tenim un actiu amb risc que val inicialment 60 i en cada passa puja
o baixa un 10%.
Troba el preu d’un put europeu amb preu d’exercici 62 i determina l’estrate`gia de
cobertura.
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Solucio´: 2 per´ıodes d’un me´s amb u = 0.1 i d = −0.1 ⇒ r = 0.03
12
= 0.0025
Calculem primer Su1 i S
d
1 a partir de S0:
Su1 = S0(1 + u) = 66
Sd1 = S0(1 + d) = 54
Ara calculem Suu2 , S
ud
2 i S
dd
2 :
Suu2 = S0(1 + u)
2 = 72.6
Sud2 = S0(1 + u)(1 + d) = 59.4
Sdd2 = S0(1 + d)
2 = 48.6
La llei neutral al risc e´s una Bernoulli de para`metres
p =
r − d
u− d =
0.1025
0.2
= 0.5125, 1− p = 0.4875
El put europeu amb K = 62 i venciment a 2 mesos e´s
fuu = (K − Suu2 )+ = (62− 72.6)+ = 0
fud = fdu = (K − Sud2 )+ = (62− 59.4)+ = 2.6
fdd = (K − Sdd2 )+ = (62− 48.6)+ = 13.4
Aleshores,
fu =
pfuu + (1− p)fud
1 + r
=
0.5125(0) + (0.4875(2.6))
1 + 0.0025
= 1.2643
fd =
pfud + (1− p)fdd
1 + r
=
0.5125(2.6) + (0.4875(13.4))
1 + 0.0025
= 7.8453
⇒ P0 = fup+ (1− p)fd
1 + r
=
0.5125(1.2643) + (0.4875(7.8453))
1 + 0.0025
= 4.46
Estrate`gia de cobertura:
∆ =
fu − fd
su1 − Sd1
=
1.2643− 7.8453
66− 54 = −0.55
⇒ Hem de vendre al descobert 0.55 accions a un preu de 0.55 · 60 = 33 euros. Per
tant, H = −0.55, H0 = 33 + 4.46 = 37.46 Al primer per´ıode, tenim
∆0S1 +H0(1 + r)
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- Si S1 = 66 tenim:
−0.55 · 66 + 37.46(1 + 0.0025) = 1.2536
- Si S1 = 54 tenim:
−0.55 · 54 + 37.46(1 + 0.0025) = 7.8536
Ara tenim,
- Escenari alcista:
∆u =
fuu − fud
Suu2 − Sud2
=
0− 2.6
72.6− 59.4 = −0.19
Hem de comprar 0.36 accions a un preu de 0.36 · 66 = 23.75 euros.
Per tant, H = −0.19 i Hu1 = 37.46(1+r)−23.76 = 13.79 En el segon per´ıode,
tenim ∆uS2 +H
u
1 (1 + r)
- Si S2 = 72.6 tenim:
−0.19 · 72.6 + 13.79(1 + 0.0025) = 0.030 ≈ 0
- Si S2 = 59.4 tenim:
−0.19 · 59.4 + 13.79(1 + 0.0025) = 2.538
- Escenari baixista:
∆d =
fud − fdd
Sud2 − Sdd2
=
2.6− 13.4
59.4− 48.6 = −1
Hem de comprar 0.45 accions a un preu de 0.45 · 54 = 24.3 euros.
Per tant, H = −1 i Hd1 = 37.46(1 + r) − 24.3 = 61.85 En el segon per´ıode,
tenim ∆dS2 +H
d
1 (1 + r)
- Si S2 = 59.4 tenim:
−1 · 59.4 + 61.85(1 + 0.0025) = 2.6046
- Si S2 = 48.6 tenim:
−1 · 48.6 + 61.85(1 + 0.0025) = 13.4
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3.5.6 Programa en Mathematica per calcular el Call i Put d’un model
Cox-Ross-Rubinstein
En aquest apartat presentem un programa en Mathematica per calcular el preu del
call i el put sota el model Cox-Ross-Rubinstein. En aquest cas usarem les dades de
l’exemple anterior:
Clear[s, call, pu];
s[0] = Table[60, {1}];
a = -0.1; b = 0.1; r = 0.0025; n = 2;
p = (r - a)/(b - a);
s[x_] := s[x] = Prepend[(1 + a)*s[x - 1], (1 + b)*s[x - 1][[1]]];
ColumnForm[Table[s[i], {i, 0, n}], Center]
pp[x_] := Max[x, 0]
call[n] = Map[pp, s[n] - 62]; pu[n] = Map[pp, 62 - s[n]];
call[x_] := call[x] =
Drop[p*call[x + 1]/(1 + r) + (1 - p)*RotateLeft[call[x +
1], 1]/(1 + r), -1]
ColumnForm[Table[call[i], {i, 0, n}], Center]
pu[x_] := pu[x] = Drop[p*pu[x + 1]/(1 +
r) + (1 - p)*RotateLeft[pu[x + 1], 1]/(1 + r), -1]
ColumnForm[Table[pu[i], {i, 0, n}], Center]
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4 Mercats financers a temps continu
4.1 Processos estoca`stics
Definicio´ 4.1 Un proce´s estoca`stic {X(t), t ∈ T} e´s una familia de variables ale-
ato`ries definides en el mateix espai de probabilitat (Ω,F ,P), T ⊆ R.
X(t) = X(t, ω) = X(t, ·) : Ω −→ R variable aleato`ria fixat t, X(·, ω) : T −→ RT
fixat ω (realitzacio´, trajectories del proce´s estoca`stic).
Si T = N direm que el proce´s estoca`tic te´ para`metre discret.
Si T e´s un interval de R l’anomenarem proce´s estoca`stic amb para`metre continu.
Donat {X(t), t ∈ T} un proce´s estoca`stic i {t1, ..., tn} ⊆ T , podem considerar les
distribucions marginals en dimensio´ finita.
F (X(t1) 6 x1, ..., X(tn) 6 xn) = Ft1,...,tn(x1, ..., xn).
Definicio´ 4.2 Direm que un proce´s estoca`stic e´s conegut si coneixem les distri-
bucions marginals en dimensio´ finita {Ft1,...,tn(x1, ..., xn)} obtingudes per qualsevol
subconjunt finit {t1, ..., tn}.
Definicio´ 4.3 Sigui {X(t), t ∈ T} i {Y (t), t ∈ T} dos procesos estoca`stics definits
en (Ω,F ,P).
(i) Direm que X i Y so´n equivalents, si per a tot t ∈ T
P (X(t) = Y (t)) = P (ω ∈ Ω, X(t, ω) = Y (t, ω)) = 1.
(ii) Direm que X i Y indistingibles si P (X(t) = Y (t),∀t ∈ T ) = 1.
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4.2 Moviment Brownia` o proce´s de Wiener
Un proce´s clau per el nostre ana´lisi de derivats financers e´s el moviment brownia`,
que porta el nom del bota`nic escoce`s Robert Brown, que va observar el 1828 que els
grans de polen suspesos en un l´ıquid segu´ıen un moviment irregular. El moviment
va ser utilitzat per explicar les colisions aleato`ries amb les molecules del l´ıquid.
Per modelar aquest comportament s’utilitza el concepte de proce´s estoca`stic. La
primera explicacio´ d’aquest moviment la va donar Albert Einstein al 1905, que va
demostrar matema`ticament que el moviment brownia` pod´ıa ser explicat suposant
que les part´ıcules de polen estiguin continuament bombardejades per les mole`cules
del medi. Una definicio´ i una serie de propietats d’aquest proce´s van ser desenvo-
lupades pel matema`tic america` Norbert Wiener a partir del 1918.
Definicio´ 4.4 Un moviment Brownia` esta`ndard (o proce´s de Wiener) e´s un proce´s
estoca`stic {Wt, t > 0} definit en un espai de probabilitat (Ω,F ,P) tal que
(i) W0 = 0 quasi segurament.
(ii) Wt te´ increments independents, e´s a dir, si 0 6 t1 6 ... 6 tn aleshores
Wt1 ,Wt2 −Wt1 , ...,Wtn −Wtn−1 so´n variables aleatories independents.
(iii) ∀ 0 6 s 6 t, L(Wt −Ws) ∼ N(0, t− s).
Propietats:
(1) E(WuWv) = min(u, v).
(2) Fixats 0 < t1 < ... < tn el vector (Wt1 , ...,Wtn) te´ densitat
ft1,...,tn(x1, ..., xn) = ft1(x1)ft2−t1(x2 − x1)...ftn−tn−1(xn − xn−1)
on ft(x) =
2√
2pit
exp(−x
2
2t
).
(3) Les trajecto`ries del moviment brownia` so´n continues quasi segurament.
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4.3 Integracio´ estoca`stica
En aquesta seccio´ donarem les idees ba`siques utilitzades per construir la integral
estoca`stica en el sentit d’Itoˆ. Sigui T > 0. Suposarem que (Ω,F , P ) e´s un espai de
probabilitat on esta` definit un moviment brownia` W = {Wt,Ft : t ∈ [0, T ]}. Sigui
g un proce´s estoca`tic amb trajectories continues. En un principi, podriem definir
la integral estoca`stica com: ∫ T
0
gsdWs
trajectoria per trajectoria. Aix´ı, per cada ω ∈ Ω, considerem a la integral anterior
com el l´ımit de les sumes de Riemann
Sn =
∑n
i=1 g(ti)(Wtsi −Wtsi−1 )
amb 0 = s0 6 s1 6 · · · 6 sn = T , ti = (1−a)si−1 +asi i 0 6 a 6 1. Malauradament
el primer problema que tenim e´s el segu¨ent.
Sigui a = 0 i ω ∈ Ω tal que Sn(ω) convergeix per qualsevol funcio´ continua g.
Llavors t 7−→ Wt(ω) e´s una funcio´ de variacio´ acotada en [0, T ].
Com sabem que les trajecto`ries del moviement brownia` no so´n de variacio´ acotada
implica que Sn no convergeix en probabilitat quan n −→ ∞. El problema que
es te´ aqu´ı e´s que gt depen d’esdeveniments que ocorren despre´s de t. El segon
problema que apareix al definir
∫ T
0
gsdWs com el l´ımit en probabilitat de Sn =∑n
i=1 g(ti)(Wtsi −Wtsi−1 ) e´s el segu¨ent.
Suposem que g = W en Sn =
∑n
i=1 g(ti)(Wtsi −Wtsi−1 ), llavors Sn conevergeix en
probabilitat a
W 2T
2
+ (a− 1
2
)T .
Aixo` implica que el l´ımit de Sn pot dependre del punt a.
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Ara donarem la idea que va utilitzar Itoˆ per definir la integral estoca`stica.
Definicio´ 4.5 gs e´s un proce´s simple adaptat si e´s de la forma
gs =
∑n
k=0 gtkI(tk,tk+1](s)
amb 0 = t0 < ... < tn+1 = T .
Definicio´ 4.6 La integral estoca`stica d’un proce´s simple adaptat de la forma gs =∑n
k=0 gtkI(tk,tk+1](s) respecte B es defineix com∫ T
0
gsdBs :=
n∑
k=0
gtk(Wtk+1 −Wtk).
Proposicio´ 4.7 Suposo que E
∫ T
0
(gs)
2ds <∞, on g ve donat per gs =
∑n
k=0 gtkI(tk,tk+1](s).
Aleshores
E[(
∫ T
0
gsdBs)
2] = E
∫ T
0
(gs)
2ds.
Demostracio´: La definicio´ de la integral estoca`stica implica
E[(
∫ T
0
gsdBs)
2] =
=
n∑
k=0
E[(gtk(Wtk+1 −Wtk))2] + 2
∑
j<k
E[gtkgtj(Wtk+1 −Wtk)(Wtj+1 −Wtj) =
=E
∫ T
0
(gs)
2ds
on utilitzem que W i {W 2t − t : t ∈ [0, T ]} so´n martingales per demostrar que
E[(gtk(Wtk+1 −Wtk))2] = E[(gtk)2](tk+1 − tk), k ∈ 0, 1, ..., n.
Proposicio´ 4.8 Sigui gs =
∑n
k=0 gtkI(tk,tk+1](s). Llavors per N, c > 0, tenim
P [|
∫ T
0
gsdWs| > c] 6 N
c2
+ P [
∫ T
0
(gs)
2ds > N ]
Demostracio´: Aquesta demostracio´ la podem trobar al llibre Introduction to Stoc-
hastic Calculus Applied to Finance, de Lamberton, D. i Lapeyre, B.
El pas segu¨ent per construir la integral estoca`tica
∫ T
0
gsdWs es veure que els pro-
cesos simples adaptats s’aproximen als procesos mesurables i adaptats en algun
sentit.
42
Proposicio´ 4.9 Sigui g un proce´s adaptat tal que∫ T
0
(gs)
2ds <∞ amb probabilitat 1.
Llavors existeix una successio´ {g(n) : n > 1} de processos simples adaptats tal que∫ T
0
(g(n)s − gs)2ds −→ 0 en probabilitat quan n −→∞.
A me´s, si E
∫ T
0
(gs)
2ds <∞ es pot trobar una successio´ {g(n) : n > 1} de processos
adaptats tal que
E
∫ T
0
(g(n)s − gs)2ds −→ 0 quan n −→∞.
Demostracio´: Aquesta demostracio´ la podem trobar al llibre Introduction to Stoc-
hastic Calculus Applied to Finance, de Lamberton, D. i Lapeyre, B.
Definicio´ 4.10 Sigui g un proce´s mesurable i adaptat tal que
∫ T
0
(gs)
2ds < ∞
es compleix i {g(n) : n > 1} una successio´ de processos simples adaptats com
en
∫ T
0
(g(n)s − gs)2ds −→ 0 en probabilitat quan n −→ ∞. Definim la inte-
gral estoca`stica de g respecte a W com el l´ımit en probabilitat de la successio´
{
∫ T
0
g(n)s dWs : n > 1}.
Propietats: Siguin g, g(1), g(2) processos mesurables i adaptats i {h(n) : n > 1} una
successio´ de procesos simples adaptats i acotats. Tenim les segu¨ents propietats:
(i)
∫ T
0
(ag(1)s + bg
(2)
s )dWs = a
∫ T
0
g(1)s dWs + b
∫ T
0
g(2)s dWs, a, b ∈ R.
(ii) El proce´s {
∫ t
0
gsdWs :=
∫ T
0
I[o,t](s)gsdWs : t ∈ [0, T ]} te´ trajecto`ries continu-
es.
(iii) E(
∫ T
0
gsdWs) = 0 i E(
∫ T
0
gsdWs)
2 = E(
∫ T
0
(gs)
2dWs).
(iv) El proce´s {
∫ t
0
gsdWs : t ∈ [0, T ]} e´s una Ft-martingala.
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4.4 La fo´rmula d’Itoˆ
Teorema 4.11 (Fo´rmula d’Itoˆ) Sigui f ∈ C2 i sigui
Xt = X0 +
∫ t
0
hsds+
∫ t
0
gsdWs, t ∈ [0, T ] (1)
on X0 e´s F0-mesurable i adaptat amb trajecto`ries integrables i g e´s un proce´s
mesurable i adaptat que compleix
∫ T
0
(gs)
2ds <∞ amb probabilitat 1.
Aleshores,
f(Xt) = f(X0) +
∫ t
0
f ′(XsdXs) +
1
2
∫ t
0
f ′′(Xs)dXsdXs =
= f(X0) +
∫ t
0
f ′(Xs)(hsds+ gsdWs) +
1
2
∫ t
0
f ′′(xs)(gs)2ds.
Els processos de tipus (1) s’anomenen processos d’Itoˆ.
Demostracio´: Aquesta demostracio´ la podem trobar al llibre Mathematics of Fi-
nancial Markets de Elliot, R. J. i Kopp, P. Ekkehard.
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4.5 El teorema de Girsanov
Aquest teorema utilitzat en probabilitats i molt u´til en les matema`tiques finance-
res ens explica com canvia la dina`mica dels procesos estoca`stics quan canviem la
probabilitat inicial per una probabilitat equivalent.
Comencem veient que so´n les probabilitats equivalents.
Definicio´ 4.12 Sigui (Ω,F ,P) un espai de probabilitats. Direm que una probabi-
litat Q e´s absolutament cont´ınua respecte a P si
∀A ∈ F , P(A) = 0⇒ Q(A) = 0.
Teorema 4.13 Una probabilitat Q e´s absolutament cont´ınua respecte a P⇔ exis-
teix una variable aleato`ria X positiva anomenada densitat i que denotarem per
dQ
dP
,
tal que
∀A ∈ F ,
∫
A
X(ω)dP(ω).
Definicio´ 4.14 Les probabilitatsQ i P so´n equivalents si so´n absolutaments cont´ınues
l’una de l’altre.
Com Q e´s absolutament cont´ınua respecte P, podem dir que P i Q so´n equivalents
⇔ P(dQ
dP
> 0) = 1.
Teorema 4.15 (Girsanov) Sigui X(t) un proce´s adaptat i mesurable tal que∫ T
0
X(s)2ds <∞. Sigui
ξ(t) = exp(−
∫ t
0
X(s)dWs − 1
2
∫ t
0
X(s)2ds), t ∈ [0, T ],
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una martingala en P. Definim una nova mesura Q de forma que
dQ
dP
= ξ(t)
Llavors, el proce´s
W˜t := Wt +
∫ t
0
gsds, t ∈ [0, T ]
e´s un moviment Brownia` sobre Q.
Demostracio´: Podem trobar la demostracio´ en els apunts de Corcuera, J.M.: Intro-
duccio´n a la finanzas cuantitativas.
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4.6 Equacions diferencials estoca`stiques en el sentit d’Itoˆ
Ara considerem la equacio´ diferencial estoca`stica (EDE):
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, t ∈ [0, T ], X0 = ξ
on b y σ so´n funcions B([0, T ]) ⊗ B(R)-mesurables i ξ e´s una variable aleato`ria
F0-mesurable. Una solucio´ de la EDE e´s un proce´s X adaptat amb trajecto`ries
cont´ınues tal que:
• P [X0 = ξ] = 1,
• P [
∫ t
0
{|b(s,Xs)|+ (σ(s,Xs))2}ds <∞] = 1,
• Xt = ξ +
∫ t
0
b(s,Xs)ds +
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs amb probabilitat 1 para cada t ∈
[0, T ].
Teorema 4.16 (d’Ito) Si b i σ so´n funcions cont´ınues i existeix un constant K tal
que
• Condicio´ de Lipschitz: |b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| 6 K|x− y|,
• Creixement lineal: |b(t, x) + σ(t, x)| 6 K(1 + |x|),
• E[X20 ] < +∞.
Aleshores admet solucio´ u´nica.
Demostracio´: Podem trobar la demostracio´ en els apunts de Leon, J.: Integracio´n
estoca´stica con respecto al movimiento browniano.
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4.7 Fo´rmula de Black-Scholes
El model de Samuelson, me´s conegut com model de Black-Scholes, consisteix en un
mercat de dos actius. Un actiu sense risc, S0 que evoluciona com:
dS0t = rS
0
t dt, t > 0,
on r e´s una constant no negativa, aixo` e´s
S0t = e
rt, t > 0,
i amb un actiu amb risc S que evoluciona com
dSt = St(µdt+ σdWt), t > 0,
on Wt e´s un moviment brownia`. Com hem vist aixo` implica que
St = S0exp{µt− σ
2
2
t+ σWt}.
Llavors log(St) e´s un moviment brownia`, no necesariament esta`ndar, i per les pro-
pietats del moviment brownia` tenim que St:
• te´ trajecto`ries continues.
• els increments relatius St − Su
Su
so´n independents de σ(Ss, 0 6 s 6 u):
St − Su
Su
=
St
Su
− 1
i
St
Su
=exp{µ(t− u)− σ
2
2
(t− u) + σ(Wt −Wu)}
que e´s independent de σ(Ws, 0 6 s 6 u) = σ(Ss, 0 6 s 6 u).
• els increments relatius so´n estacionaris:
St − Su
Su
∼ St−u − S0
S0
.
De fet podr´ıem formular el model en termes d’aquestes tres hipo`tesis.
48
4.7.1 Estrate`gies autofinanc¸ades
Una estrate`gia de cobertura e´s un proce´s φ = (φ)06t6T = ((H
0
t , Ht))0≤t≤T a valors
en R2 adaptat a la filtracio´ natural del moviment brownia`, Bt, ( que coincideix amb
la de St). El valor de la cartera e´s
Vt(φ) = H
0
t S
0
t +HtSt.
Per donar sentit a aquesta igualtat imposem la condicio´:
∫ T
0
((|H0t |+((Ht)2)ds <∞
q.s. llavors les integrals estan ben definides:∫ T
0
H0t dS
0
t =
∫ T
0
H0t re
rtdt∫ T
0
HtdSt =
∫ T
0
HtStµdt+
∫ T
0
σHtStdBt
Llavors tenim la definicio´ segu¨ent:
Definicio´ 4.17 Una estrate`gia autofinanc¸ada, φ, e´s una parella de procesos adaptats
(H0t )06t6T , (Ht)06t6T que satisfan
•
∫ T
0
((|H0t |+ ((Ht)2)ds <∞ q.s
• H0t S0t +HtSt = H00S00 +H0t S0 +
∫ t
0
H0s re
rsds+
∫ t
0
HsdSs, 0 6 t 6 T .
Indiquem S˜t = e
−rtSt, de forma que S˜t l’utilitzarem per indicar qualsevol valor
actualitzat.
Proposicio´ 4.18 φ e´s autofinanc¸ada si i nome´s si:
V˜t(φ) = V0(φ) +
∫ t
0
HsdS˜s.
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Demostracio´: Suposem que φ e´s autofinanc¸ada, llavors com V˜t = e
−rtVt, resultara`
que
dV˜t =− re−rtVtdt+ e−rtdVt
= −re−rt(H0t S0t +HtSt)dt+ e−rt(H0t dS0t +HtdSt)
= −re−rt(H0t S0t +HtSt)dt+ e−rt(H0t rS0t dt+HtdSt)
= −re−rtHtStdt+ e−rtHtdSt = Ht(−re−rtStdt+ e−rtdSt)
= HtdS˜t.
Ana`logament si dV˜t = HtdS˜t tenim que dVt = H
0
t dS
0
t +HtdSt.
4.7.2 Valoracio´ i cobertura en el model Black-Scholes
Busquem una probabilitat en la qual els preus actualitzats siguin martingala. Sabem
que
dS˜t = d(e
−rtSt) =− re−rtStdt+ e−rtdSt =
= e−rtSt(−rdt+ µdt+ σdBt) =
= σS˜td(−r − µ
σ
t+Bt) =
= σS˜tdWt
amb Wt = Bt − r − µ
σ
t.
Llavors per el teorema de Girsanov amb θt =
r − µ
σ
resulta que (Wt)06t6T e´s un
brownia` esta`ndar respecte a la probabilitat P ∗
dP ∗ = exp{r − µ
σ
BT − 1
2
(
r − µ
σ
)2T}dP .
Amb el que hem anunciant anteriorment deduim que
S˜t = S0exp{−1
2
σ2t+ σWt}
i que (S˜t)06t6T e´s una P
∗-martingala. Tambe´ tenim que
S˜t = S0exp{rt− 1
2
σ2t+ σWt}.
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Definicio´ 4.19 Una estrate`gia φ e´s admisible si e´s autofinanc¸ada i el seu valor
descomptat V˜t = H
0
t +HtS˜t > 0, ∀t.
Definicio´ 4.20 Direm que una opcio´ e´s replicable si el seu payoff e´s igual al valor
final d’una estrate`gia admisible.
Proposicio´ 4.21 En el model de Black-Scholes qualsevol opcio´ amb payoff de
la forma h = f(ST ), de quadrat integrable respecte a P
∗, amb EP ∗(h|Ft) una
funcio´ C1,2 del temps i de St, es replicable, el seu preu ve donat per C(t, St) =
EP ∗(e−r(T−t)h|Ft) i la estrategia que replica h ve donanda per (H0t , Ht) amb
Ht =
∂C(t, St)
∂St
,
H0t e
rt = C(t, St)−HtSt.
Demostracio´: En primer lloc, per la independe`ncia dels increments relatius
Ep∗(e−r(T−t)f(ST )|Ft) = Ep∗(e−r(T−t)f(ST
st
St)|Ft) = Ep∗(e−r(T−t)f(ST
st
x))x=St = C(t, St)
de forma que el que anomenarem preu del derivat en t depen u´nicament de St i t.
Si apliquem la fo´rmula d’Itoˆ a C˜(t, St) = e
−rtC(t, S˜tert), tindrem
C˜(t, St) = C(0, S0) +
∫ t
0
∂C˜(s, Ss)
∂s
ds+
∫ t
0
∂C˜(s, Ss)
∂S˜s
dS˜s +
1
2
∫ t
0
∂2C˜(s, Ss)
∂S˜2s
σ2S˜2s
i com
dS˜t = σS˜tdWt
tindrem
C˜(t, St) = C(0, S0) +
∫ t
0
∂C˜(s, Ss)
∂S˜s
σS˜sdWs +
∫ t
0
(
∂C˜(s, Ss)
∂s
+
1
2
∂2C˜(s, Ss)
∂S˜2s
σ2S˜2s )ds
com sabem que C˜(t, St) e´s una martingala de quadrat integrable:
C˜(t, St) = E∗p(erTf(ST )|Ft)
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i com la descomposicio´ de un proce´s d’Itoˆ e´s u´nica tindrem:
C˜(t, St) = C(0, S0) +
∫ t
0
∂C˜(s, Ss)
∂S˜s
dS˜s
∂C˜(s, Ss)
∂s
+
1
2
∂2C˜(s, Ss)
∂S˜2s
σ2S˜2s = 0.
Aix´ı tenim
∂C˜(s, Ss)
∂S˜s
= e−rt
∂C(s, Ss)
∂S˜s
∂Ss
∂S˜s
=
∂C(s, Ss)
∂S˜s
∂2C˜(s, Ss)
∂S˜2s
=
∂2C(s, Ss)
∂S˜s
∂Ss
∂S˜s
= ert
∂C(s, Ss)
∂S˜s
podem escriure
C˜(t, St) = C(0, S0) +
∫ t
0
∂C(s, Ss)
∂Ss
dS˜s
∂C(s, Ss)
∂s
+ rSs
∂C(s, Ss)
∂Ss
+
1
2
σ2S˜2s
∂2C(s, Ss)
∂S2s
= rC(s, Ss).
Llavors tenim una estrate`gia autofinanc¸ada amb valor final f(ST ) i tal que (H
0
t , Ht)
venen donats per
Ht =
∂C(t, St)
∂St
i
ertH0t = C(t, St)−
∂C(t, St)
∂St
St.
4.7.3 Preu i cobertura d’una opcio´ de compra. Fo´rmula de Black-
Scholes
Si prenem h = (ST −K)+, tenim la anomenada fo´rmula de Black-Scholes que e´s
C(t, St) = StΦ(d+)−Ke−r(T−t)Φ(d−).
Amb Φ(x) la funcio´ de distribucio´ d’una normal esta`ndar i on
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d± =
log(
St
K
) + (r ± 1
2
σ2)(T − t)
σ
√
(T − t) .
De fet
C(t, St) = Ep∗(e−r(T−t)(ST −K)+|Ft)
= e−r(T−t)Ep∗(ST I{ST>K}|Ft)−Ke−r(T−t)Ep∗(I{ST>K}|Ft)
= e−r(T−t)StEp∗(
ST
St
I{ST
St
>K
x
})x=St −Ke−r(T−t)StEp∗(I{ST
St
>K
x
})x=St .
Com tenim
ST
St
=exp{(r − 1
2
σ2)(T − t) + σ(WT −Wt)} =exp{(r − 1
2
σ2)(T − t) + σ(WT−t)}
llavors
Ep∗(I
{
ST
St
>
K
x
}
) = P ∗{ST
St
>
K
x
}
= P ∗{logST
St
> log
K
x
}
= P ∗(
WT−t√
(T − t) >
logK
x
− (r − 1
2
σ2)(T − t)
σ
√
(T − t) )
= Φ(
logK
x
+ (r +
1
2
σ2)(T − t)
σ
√
(T − t) )
= Φ(
logK
x
+ (r +
1
2
σ2)(T − t)
σ
√
(T − t) )x=St
= Φ(d−).
Per altre banda si escribim Y per indicar una variable normal esta`ndar tenim
e−r(T−t)StEp∗(
ST
St
I{ST
St
>K
x
})
= e−r(T−t)Ep∗exp{(r − 1
2
σ2)(T − t) + σ(WT−t)}I{σWT−t>logKx −(r− 12σ2)(T−t)})
= Ep∗(exp{−1
2
σ2(T − t) + σ(WT−t)}I{σWT−t>logKx −(r− 12σ2)(T−t)})
= Ep∗(exp{−1
2
σ2(T − t)− σ√(T − t)Y }I
{Y < log
K
x −(r− 12σ2)(T−t)
σ
√
(T−t) }
)
=
1√
2pi
∫ logKx −(r− 12σ2)(T−t)
σ
√
(T−t)
−∞
exp{−1
2
σ2(T − t)− σ
√
(T − t)y − 1
2
y2}dy
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=
1√
2pi
∫ logKx −(r− 12σ2)(T−t)
σ
√
(T−t)
−∞
exp{−1
2
(σ
√
(T − t) + y)2}dy
=
1√
2pi
∫ logKx −(r− 12σ2)(T−t)
σ
√
(T−t)
−∞
exp{−1
2
u2}dy
= Φ(d+) (despre´s de substituir x per St).
D’aqu´ı
∂C(t, St)
∂St
= Φ(d+) := ∆.
De fet
∂C(t, St)
∂St
= Φ(d+) +
∂Φ(d+)
∂St
−Ke−r(T−t)∂Φ(d−)
∂St
= Φ(d+) + St
1√
2pi
e−
d2+
2
∂d+
∂St
−Ke−r(T−t) 1√
2pi
e−
d2−
2
∂d−
∂St
.
Ara be´
∂d+
∂St
=
1
Stσ
√
(T − t) .
Per tant
∂C(t, St)
∂St
= Φ(d+) +
1√
2pi
∂d+
∂St
(Ste
− d
2
+
2 −Ke−r(T−t)e− d
2−
2 )
= Φ(d+) +
1√
2pi
∂d+
∂St
Ste
− d
2
+
2 (1− K
St
e−r(T−t)e
d2+
2
− d
2−
2 ).
Per u´ltim
d+ = d− + σ
√
T − t
de forma que
d2+−d2− = (d−+σ
√
T − t)2−d2− = 2d−σ
√
(T − t) +σ2(T − t) = 2logSt
K
+ 2r(T − t)
i per tant
1− K
St
e−r(T−t)e
d2+
2
− d
2−
2 = 0.
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Com a punt final de l’apartat podem dir que en el cas de Put, e´s a dir, per una
opcio´ de venda la fo´rmula seria:
P (t, St) = Ke
−r(T−t)Φ(−d−) + StΦ(−d+)
on tot el proce´s de deduccio´ e´s ana`leg al cas d’una opcio´ de compra (Call).
Aixo` tambe´ es pot fer usant la fo´rmula paritat Call-Put.
4.7.4 Exemple del model Black-Scholes
Suposem que el preu inicial d’un actiu financer e´s de 50 euros. La volatilitat del
actiu e´s de un 10%. El tipus d’intere`s anual e´s del 5%. Calcula la prima d’un Call
europeu de sis mesos i preu d’exercici 40 euros.
Solucio´: Tenim S = 50, K = 40, σ = 0.1, r = 0.05, T = 0.5, t = 0 i volem trobar
C(t, St) = StΦ(d+)−Ke−r(T−t)Φ(d−)
Calculem
d± =
log(
50
40
) + (0.05± 1
2
0.12)(0.5− 0)
0.1
√
(0.5− 0)
i dona d+ = 3.544635096 i d− = 3.473924418, ara calculem Φ(d+) i Φ(d−) que
son una distribucio´ normal esta`ndar i dona Φ(d+) = 0.9998034215 i Φ(d−) =
0.9997435472.
Aix´ı tenim
C(t, St) = 50(0.9998034215)− 40e−0.05(0.5−0)(0.9997435472) = 10.98754534
4.7.5 Programa en C per calcular el Call en un model Black-Scholes
En aquest apartat hem creat un programa en llenguatge C per tal de trobar el preu
d’un call sota un model Balck-Scholes, el codi seria el segu¨ent:
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
int main(int argc, char *argv[]){
double param1,param2,d1,d2,S,K,r,s,T,t,N1,N2,C;
printf("Introdueix el preu de l’actiu S:\n");
scanf("%lf",&S);
printf("Introdueix el strike K:\n");
scanf("%lf",&K);
printf("Introdueix la taxa d’interes anual r:\n");
scanf("%lf",&r);
printf("Introdueix el temps o data inicial en anys t:\n");
scanf("%lf",&t);
printf("Introdueix la data de venciment T:\n");
scanf("%lf",&T);
printf("Introdueix la volatilitat s:\n");
scanf("%lf",&s);
d1=(log(S/K)+(r+(0.5)*(s*s))*(T-t))/(s*(sqrt(T-t)));
d2=(log(S/K)+(r-(0.5)*(s*s))*(T-t))/(s*(sqrt(T-t)));
param1 = d1/sqrt(2);
param2 = d2/sqrt(2);
N1 = (0.5)*(1+erf (param1));
N2 = (0.5)*(1+erf (param2));
C=S*N1-K*exp(-r*(T-t))*N2;
printf ("El call es %lf\n", C);
system("PAUSE");
return 0;
}
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5 El model Black-Scholes com a pas al l´ımit de
CRR
En aquest apartat veurem com relacionar el model Cox-Ross-Rubinstein amb el
model Black-Scholes, aixo` ho farem veient que el model Black-Scholes e´s sobte´
portant al l´ımit el model CRR.
Considerem el proce´s de preus S = (St), ∀t ∈ [0, T ], un put i un call amb perfil de
benefici PT = (K − ST )+, CT = (ST −K)+ respectivament. Agafem un particio´ de
[0, T ] de mida
T
N
tal que t
(N)
i = i ·
T
N
, ∀i ∈ {0, ..., N} i posem ara el proce´s de la
segu¨ent forma
Si = Sti .
Prenem rN = r
T
N
com la taxa d’intere`s lliure de risc i que el preu de l’actiu variara`
de la segu¨ent manera:
S0 = S0u, amb u = (1 + rN)e
σ√
N
o´
S0 = S0d, amb d = (1 + rN)e
−σ√
N
amb d < (1 + rN) < u.
Tambe´, resulta el segu¨ent:
Sn = S0
∏n
i=1 T
N
i , on Ti ∈ {u, d}.
Tambe´ sabem que el para`metre pN e´s
pN = P (T
N
i ) =
1 + rN − d
u− d =
1− e −σ√N
e
σ√
N − e −σ√N
.
Si considerem ara XNi := log
TNi
1+rN
de manera que XNi e´s una Bernoulli sobre
{ −σ√
N
,
σ√
N
} amb el para`metre pN . Per tant podem reescriure
Sn = S0
∏n
i=1(1 + rN)e
XNi
⇒ log(SN) = log(S0) + log(1 + rN)N +
∑N
i=1 X
N
i .
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Ara veurem que passa quan tendim N −→∞ i deixem T fixada.
Ho mirem per cada part del sumand de l’expresio´, sense entrar molt en detalls
• log(1 + rN)N → rT quan N →∞, ja que (1 + rN)N = (1 + r TN )→ erT .
• Ara explicarem que pasa amb el sumand ∑Ni=1 XNi .
Veiem que
µ = limN→+∞E(
∑N
i=1X
N
i ) = limN→+∞σ
√
N(2pN − 1),
ν = limN→+∞V ar(
∑N
i=1X
N
i ) = limN→+∞4σ
2pN(pN − 1).
Utilitzant el desenvolupament de Taylor de l’exponencial quan x ≈ 0 tenim
pN =
1 + rN − d
u− d =
1− e −σ√N
e
σ√
N − e −σ√N
=
σ√
N
− 1
2
( σ√
N
)2 + 1
3!
( σ√
N
)3...
2 σ√
N
+ 2
3!
( σ√
N
)3 + 2
5!
( σ√
N
)5...
→ 1
2
;
N → +∞
quan N → +∞.
Aix´ı e´s evident que podem coneixer els valors de µ que e´s l’esperanc¸a i de ν
que e´s la varia`ncia i so´n:
µ = limN→+∞σ
√
N(2pN − 1)→ −σ
2
2
; N → +∞,
ν = limN→+∞4σ2pN(pN − 1)→ σ2; N → +∞.
Aleshores
∑N
i=1X
N
i → N(
−σ2
2
, σ2).
Ara desfent el canvi de variable, tenim
ST = log(SN)→ N(log(S0) + rT, σ2).
Amb la llei que regula el proce´s de preus (St)t>0 coneguda ara podem afrontar el
problema de la valoracio´ de qualsevol derivat.
Considerem ara el preu d’un Put. Tenim
PN0 = E((1 +
rT
N
)−NK − S0e
∑N
j=iX
N
j )+.
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Definim ϕ(y) := (Ke−rT−S0ey)+. Hem de fer notar que no e´s del tot equivalent per
al Call, ja que la ϕ ana`loga no es acotada. Aquesta e´s la rao´ per la qual nosaltres
fem la demostracio´ a partir del opcio´ de venda Put.
Aix´ı tenim
P
(N)
0 − E(ϕ(
∑N
j=iX
N
j ))→ 0,
quan N → +∞.
perque`
|P (N)0 − E[ϕ(
∑N
j=iX
N
j )]| 6 K|(1 + r
T
N
)−N − e−rT | → 0
quan N → +∞.
Per tant,
E[ϕ(
∑N
j=iX
N
j )]→ E[ϕ(Z)]; Z ∼ N(µ, v).
Ara ja podem donar la fo´rmula de valoracio´ de Black-Scholes:∫
R
ϕ(y)
1√
2piσ2
e
−(y+σ22 )
2
2σ2 dy =
∫
Ke−rT>S0ey
(Ke−rT − S0)ey 1√
2piσ2
e
−(y+σ22 )
2
2σ2 dy.
Simplificant i arreglant la fo´rmula anterior tenim
P0 = Ke
−rTΦ(α +
σ2
2
)− S0Φ(α− σ
2
2
).
amb α = 1
σ
log(K
S0
)− rT
σ
.
Finalment com a conclusio´ tenim,
P0 = limN→∞P
(N)
0 → Ke−rTΦ(α +
σ2
2
)− S0Φ(α− σ
2
2
).
Despre´s, per calcular el preu d’un Call, utilitzariem la fo´rmula de paritat Call-Put.
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6 Conclusions
En aquest treball hem pogut veure com ha sigut possible relacionar les asignatures
de Modelitzacio´ i de Processos Estoca`stics del Grau de Matema`tiques mitjanc¸ant
la Matema`tica Financera, una eina que ha sigut imprescindible per la realitzacio´
del nostre treball.
Per comenc¸ar hem vist un llistat de conceptes previs per introduir-nos en el tema i
posar-nos en situacio´, com tambe´ una mica d’histo`ria dels mercats financers.
Aix´ı seguidament hem comenc¸at a tractar els mercats financers a temps discret,
parlant primer de les martingales, seguit del principi de no arbitratge, per arribar
als teoremes fonamentals de les finances i acabar presentant el model de Cox-Ross-
Rubinstein. Finalment hem implementat un programa amb el software Mathe-
matica per trobar el preu d’un Call i el Preu d’un put sota en˜ model Cox-Ross-
Rubinstein.
En el segon apartat expliquem els mercats financers a temps continu, presentant
primer el que so´n els processos estoca`tics i en particular el moviment Brownia`,
passant per la integracio´ estoca`stica i el teorema d’Itoˆ i amb el teorema de Girsanov
arribem al model de Black-Scholes, per trobar els preus del Call i el Put. En aquest
cas, hem programat en llenguatge C un algoritme per calcular el preu del Call sota
el model Black-Scholes.
Com a conclusio´ important volem destacar la importa`ncia de l’equacio´ de Black-
Scholes en el mo´n financer ja que ha impulsat molt les finances i ha perme`s facilitar
la feina dels inversors perque` permet protegir-se i seguir invertint.
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